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TRANSFORMAÇÕES NO REVENIDO DOS AÇOS MARTENSÍTICOS 
COM 12º DE CRÓMIO 


RESUMO 


São revistas as reacções de precipitação de car- 
bonetos durante os quatro primeiros estádios do revenido 
dos aços martensiticos com 12% de crómio. Faz-se tam- 
bém referência ao papel de outros elementos de liga 
nestas transformações e na ocorrência de um quinto 
estádio, correspondente à precipitação de um inter- 
metálico. 


INTRODUÇÃO. 


Os aços inoxidáveis martensíticos são susceptíveis 
de austenitização, produzindo uma estrutura predomi- 
nantemente martensítica por arrefecimento suficiente- 
mente rápido, o que lhes permite conjugar uma razoável 
resistência à corrosão com a resistência mecânica e a 
dureza elevadas da estrutura martensítica. A classe dos 
aços mantensíticos com 12% de crómio engloba dois 
grupos, consoante o teor de carbono é inferior a 0,15% 
ou cai entre 0,2 e 0,4%, sendo este segundo grupo mais 
sensível ao revenido e apresentando maior dureza e me- 
nor resictrcia à corrosão como resultado do maior teor 
do carboro que possui. 

Pretendendo obter-se uma estrutura essencialmente 
martensítica por arrefecimento desde o domínio da aus- 
tenite, a temperatura de fim de formação da martensite, 
Mt, deve estar acima ou perto da temperatura ambiente. 
Isto implica que a temperatura de início de formação da 
martensite, M,, deva cair acima de 200'C, uma vez que 
o intervalo de transformação martensítica é de pelo 
menos 150ºC [1]; consequentemente, o teor de outros 
elementos de liga terá de ser limitado, dado que todos 
em geral baixam M,. A depressão de M, para vários 
elementos de liga é apresentada no quadro |. 
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SUMMARY 


The carbide precipitation reactions during the first 
four stages of tempering in 12% chromium steels are 
reviewed, Reference is also made to the role of other 
alloying elements in these transformations and in the 
occurrence of a fifth stage corresponding to an interme- 
tallic precipitation. 


1. REVENIDO DOS AÇOS COM 12% DE CRÔMIO 
SEM ADIÇÃO DE OUTROS ELEMENTOS DE LIGA. 


1,1 — Estado temperado 


Nestes aços o arrefecimento ao ar é suficiente para 
assegurar uma estrutura martensítica, mesmo em secções 
relativamente espessas, dado que a adição de crômio 
retarda notávelmente a taxa de difusão, dificultando 
todas as transformações têrmicamente activadas. 

O crómio baixa acentuadamente a energia de falha 
de empilhamento da austenite [2,3] o que, aliado às 
baixas temperaturas de transformação martensitica nos 
aços ligados, parece estar na origem do aparecimento 
de um tipo de martensite em placas [4] «lath marten 
sitey) apresentando uma elevada densidade de desloca- 
mentos mas não geminação interna. Esta martensite (E | 
forma-se inicialmente em agulhas cuja direcção de cres- 
cimento é < 110 > 7 ; com o progresso da precipitação as 
agulhas degeneram em placas tendo [112 b como plano 
de hábito (embora a direcção de crescimento se man 
tenha) e obedecendo às relações de orientação de 
KURDJUMOYV - SACHS (quadro ll). 

Para o mesmo teor de carbono a dureza da marten- 
site temperada é maior nos aços de crómio do que nos 
de carbono, não só por efeito de endurecimento por 


solução sólida mas também porque a depressão de M,, 
provocada pela adição de crómio, diminui o efeito de 
auto-revenido, fazendo com que o carbono permaneça 
em solução e seja mais efectivo no seu efeito de endu- 
recimento. 


1,2 — Revenido a baixa temperatura (100 - 500ºC) 


Primeira fase — Supondo que não ocorre auto- 
-revenido, a martensite decompõe-se, tal como nos 
aços de carbono, dando uma precipitação fina, tipo 
Widmanstátten, de : — carboneto, Fe, C, cuja estru- 
tura é hexagonal compacta e que parece ser coerente 
com a matriz [5]. : é uma fase de Laves, instável, 
isoestrutural com outros carbonetos e nitretos da fór- 
mula M,X em que M é um metal de transição (V, Cr, 
Mn, Fe, Co, Ni, Nb, Mo, Ta, W) e X é carbono ou 
azoto. 

Este carboneto precipita até 200'C nos aços de 
carbono, mas o crómio parece estabilizar este preci- 
pitado até 300"C [5] por substituição de átomos de 
ferro [6]; no entanto, o teor de crómio em : não 
poderá estar em excesso em relação à composição do 
aço, dada a baixa difusividade do crómio a estas tem- 
peraturas de revenido [7]. 

À precipitação de : produz frequentemente um 
ligeiro acréscimo de dureza [5] que corresponde à 
chamada primeira fase do revenido. A ferrite resul- 
tante é sobressaturada, isto é, os cristais de martensite 
decomposta contêm ainda uma quantidade apreciável de 
carbono em solução, além das partículas de : unitfor- 
memente distribuidas; porém, como resultado do empo- 
brecimento da martensite em carbono solúvel, a sua 
razão axial decresce com esta precipitação. 

Segunda fase — O aumento dos parâmetros de 
revenido (tempo e/ou temperatura) produz a decompo- 
sição do austenite eventualmente retida na têmpera, 
com a precipitação de um carboneto ainda não identifi- 
cado mas sugerido como sendo Fe, C, [6]. 

Terceira fase — A precipitação do carboneto or- 
torrômbico cementite no interior das agulhas de marten- 
site ocorre com o prosseguimento do revenido, À cemen- 
tite é um carboneto com a fórmula MC em que M = Fe, 
Cr, Mn, -; O teor de elementos de liga nesta fase 
aumenta linearmente com a percentagem dos mesmos 
alementos no aço e, em particular, o crómio pode substi- 
tuir até 18% de ferro. As relações de orientação de 
BAGARYATSKII [6] são obedecidas (quadro 2) e o 
plano de hábito de M,C é diferente do de +:, o que 
leva a admitir que a transformação : — M,C não é 
directa mas que, pelo contrário, M, C é nucleado sepa- 
radamente enquanto : se dissolve [5]. MC tende a 
coalescer e esferoidizar com o decorrer do revenido 
(processo que, nos aços de carbono, provoca um decrés- 
cimo de dureza acima dos 350'C); no entanto, os ele- 
mentos de liga, particularmente o crómio e o silício, 
retardam este crescimento, admitindo-se que o cró- 
mio em solução sólida na ferrite revenida dificulta a 
dissolução de cementite (necessária para que haja 
coalescência) por combinação com lacunas e por uma 
possivel influência sobre a taxa de difusão do carbono 
às temperaturas de revenido mais baixas [5]. 
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1.3 — Revenido de 500 a 800º€ 


Quarta fase — Nesta fase dá-se a conversão da 
cementite num carboneto de crómio. Uma vez que a 
nucleação e o crescimento deste carboneto são contro- 
lados pela difusão de crómio, que é um elemento lento, 
esta conversão não tem lugar em tempos curtos (da 
ordem de uma hora ou menos) abaixo de 500º'C. A 
nucleação do novo carboneto dar-se-ã nos pontos em que 
houver concentração local do elemento carbonetogéneo 
(crómio); como o carbono se difunde para o local de 
nucleação mais fâcilmente do que o crómio, o tipo de 
carboneto que tende a formar-se em primeiro lugar é 
aquele capaz de acomodar maiores teores de outros 
elementos metálicos. Uma vez que o carboneto ortorrôm- 
bico [8] M,C, (com M = Cr, Fe) parece poder dis- 
solver mais ferro do que o carboneto estável M,,C, 
[9], ele precipitará primeiramente, embora o seu teor 
de crómio tenda a aumentar durante o revenido [9]. 


O aparecimento de M; Ca está associado, nos 
aços com mais de 10 - 12% de crómio, com um máximo 
de dureza (“endurecimento secundário”) (ver figura 1). 
Este endurecimento não é detectado em aços de mais 
baixo crômio presumivelmente porque nestes a transfor- 
mação M, C--M, C, é na sua maioria “in situ”, en- 
quanto que nos aços com 10-12% de crómio essa 
transformação se dá predominantemente por nucleação 
separada de M, C, enquanto que a cementite se dissol- 
ve [10], o que leva à obtenção de um máximo de 
dureza quando as partículas frescas de M,C, atingem 
uma dimensão e espaçamento críticos. 


Um efeito de coerência poderá também explicar 
esto endurecimento secundário. É provável que as par- 
ticulas de cementite ao dissolverem-se deixem zonas 
ricas em crómio [10, 11] nas quais M, Cs possa 
nuclear, de preferência em deslocamentos resultantes 
da transformação martensitica. À hipótese de coerência 
no início da precipitação de M,C, é apoiada pelo 
rápido decréscimo de dureza que se segue ao endureci- 
mento secundário: parece, com efeito, que a simples 
coalescência de M,C, não explica este rápido amacia- 
mento, enquanto que a perda de coerência pode justi- 
ficá-lo [12]. É mesmo provável que a relação axial 
de M, C, não lha permita permanecer coerente com a 
ferrito durante o tempo suficiente para produzir uma 
dispersão com uma densidade e um diâmetro de parti- 
cula críticos [5]. 

O endurecimento secundário não é marcado nos aços 
de crómio, o que pode dever-se quer à semelhança de 
raios atómicos do ferro e do crómio, conduzindo a 
pequenas deformações locais na formação de zonas 
[10], quer a um crescimento rápido de M, C, uma vez 
que o crómio se difunde mais faácilmente na ferrite do 
que outros carbonetogéneos. 

Nas primeiras fases da precipitação M,C, apre- 
senta-se muito fino (diâmetro menor que 100 A), 
tornado-se claramente visível ao microscópio elec- 
trônico na condição de sobre-envelhecido e permitindo 
então a obtenção de um difractograma completo. 

Este sobre-envelhecimento dá-se acima de 500ºC 
para tempos da ordem de uma hora e é acompanhado 
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pela formação do carboneto mais estável MCs 
(M = Fe, Cr), cuja precipitação começa nos limites dos 
grãos aciculares da ferrite e nos antigos limites de 
grão da austenite. Para partículas nos limites de grão 
da ferrite são obedecidas as relações de orientação 
indicadas no quedro Il. M,,C, tem estrutura cúbica 
complexa e o seu conteúdo de crómio atinge 57% num 
aço com 12% de crómio e 0,3% de carbono, aumentan- 
do com a razão Cr/C [7]. 

A transformação M,C, -— Ma.5Cy foi considerada 
como ocorrendo “in situ” [12], por nucleação separada 
[13] ou ainda por uma interacção de M, C, com a ma- 
triz adjacente [9]. O primeiro mecanismo foi o inicial- 
mente proposto, uma vez que a formação de MC, 
(que requer maiores teores de elementos de liga) seria 
difícil no seio duma matriz empobrecida nesses elemen- 
tos pela prévia precipitação de M, C, e que, por maioria 
de razão, essa precipitação seria ainda mais difícil na 
interface M,C, / matriz, onde o conteudo de elementos 
de liga seria mínimo. Outra razão para a adopção deste 
mecanismo baseou-se na semelhança de morfologia 
entre M,C, e M,,C,. No entanto , um estudo deta- 
lhado [14] conduziu à conclusão de que Mal; 
deveria precipitar simultâneamente com M, Cs no 
início do revenido, quando o conteúdo de crómio na 
matriz é máximo, ocorrendo a transição M, Cs — Mas5€ « 
por crescimento competitivo de um número fixo de 
núcleos de M,a5C,- À taxa de transformação M, C — 
— Mo5C, Seria controlada pelo número relativo 
de núcleos formados nos instantes iniciais; pelas 
estabilidades relativas dos dois carbonetos na matriz 
empobrecida em crómio e pela densidade da dispersão 
do precipitado. Ainda que o seu teor final de crómio seja 
superior ao de MysC,. M, Cs pode precipitar com 
um teor inícial de crómio inferior ao de MssC,: con- 
sequentemente em espécimes revenidos a temperaturas 
inferiores a 700ºC (para as quais a taxa de difusão 
não é suficientemente elevada para permitir a nucleação 
competitiva de M.,;C, e M,C;) forma-se um grande 
número de núcleos de M ,C.,, enquanto que a formação de 
Mo5C, é muito lenta. No entanto, uva vez nucleado, 
Mas C; pode crescer numa matriz mais pobre em crómio 
do que M,C,, sendo a sua taxa de crescimento influen- 
ciada pela disponibilidade de crómio na matriz e de cró- 
mio e carbono provenientes de M, C, à medida que este 
se dissolve. A dissolução de M, C, pode no entanto ser 
afectada pela presença de elementos de liga (por exem- 
plo, o vanádio estabiliza M,C, para mais baixos teores 
de crómio na matriz). 


2. EFEITO DE ELEMENTOS DE LIGA 


Os elementos de liga aumentam a resistência do 
aço ao revenido quer por estabilização de M, X, dila- 
tando o intervalo de temperatura em que este precipitado 
é estável, quer por estabilização da dispersão de M, Ca 
em partículas finas, quer pela formação de carbonetos de 
elementos de liga (WsC, Mo, C), quer ainda pela 
precipitação de um composto intermetálico a tempera- 
turas superiores a 500OC. 
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M, X é estabilizado em relação a M,C, por adição 
de elementos de liga tais como Mo, VW, Nb e pode 
constituir a maior parte do precipitado responsável pelo 
endurecimento secundário. Por outro lado, M, X pode 
causar um acréscimo de dureza no endurecimento se- 
cundário, uma vez que a sua estrutura pode aceitar 
teores apreciáveis de muitos elementos de liga [1]. O 
endurecimento secundário pode ser reforçado por dila- 
tatação dos parâmetros da rede de M, X em relação aos 
da matriz [1]. Para elementos não carbonetogéneos (que 
não podem portanto afectar o precipitado M, X), solúveis 
na matriz (Si, AI, Ni, Co, Cu, Mn), é de esperar que 
apenas o silício tenha efeito apreciável, uma vez que 
decresce O parâmetro reticular da ferrite. Os elementos 
carbonetogéneos dilatam os parâmetros reticulares de 
M,X pela ordem crescente V, Mo, W, Ti, Nb, sendo, pois 
de esperar que provoquem pela mesma ordem, um cres- 
cente incremento do endurecimento secundário. 

A presença de traços de elementos, carbonetogé- 
neos ou não (Nb, Au, Ni, AI, Pd) pode causar um sen- 
sível acréscimo do máximo de dureza, possivelmente por 
influenciar a fase de pré-precipitação do carboneto do 
principal elemento de liga nos aços de crómio ligados 
[5]. Nos aços de molibdénio, por exemplo, traços de 
Au, Nb ou Pd provocam grandes distorções que poderão 
actuar como núcleos de segregação dos átomos de mo- 
libdénio para formar zonas na fase de pré-precipitação de 
Mo,C, promovendo assim um acréscimo na taxa de 
nucleação de zonas e, portanto, um acréscimo de dureza 
secundária. Contudo o efeito considerável dos traços 
de níquel não pode ser explicado nesta base, uma vez 
que Oo seu raio atómico é próximo do do ferro. Os ele- 
mentos traços aumentam também a dureza no estado de 
sobre - envelhecimento. No caso de carbonetogéneos 
isto poderia atribuir-se à nucleação separada de um 
outro carboneto (por exemplo NbC, que se verifica pre- 
cipitar entre as agulhas de Mo, C e prender os desloca- 
mentos [5]); contudo os não carbonetogéneos têm os 
seus efeitos grandemente reduzidos acima dos 700ºC 
[5]. 

Um mecanismo de endurecimento que também pode 
estar presente nos aços de crómio ligados é o que 
resulta da precipitação de um intermetálico a tempera- 
turas superiores a 500'C (quinta fase do revenido). 
Um elemento efectivo é o molibdénio, que precipita 
FesMo quando em teores superiores a 4%, deslocando 
o máximo de dureza de cerca de +100'C (ver figura 2). 
Efeitos semelhante pode obter-se com adições de 
tungsténio. 

As adições de teores elevados de molibdénio ou 
tungsténio têm de ser compensadas com adições de 
elementos gamagéneos para evitar a formação de ferrite. 
O cobalto é a adição usada, de preferência ao níquel, 
uma vez que, ao contrário deste último, não decresce 
apreciâvelmente a temperatura Ac, de transformação 
ferrite-austenite. A informação experimental disponível 
indica que o cobalto não entra no intermetálico [15] e 
não forma carbonetos; o seu efeito é o de provocar 
endurecimento por solução sólida, de intensificar as 
reacções de envelhecimento por estabilização dos des- 
locamentos onde se podem nuclear precipitados (por 
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abaixamento da energia de falha ce empilhamento da 
matriz), e, para teores elevados, de provocar novo 
endurecimento por uma possivel ordenação da matriz 
com a formação de uma fase Fe, Co [16]. 


3. CONCLUSAO 
Às reacções ce revenido cos aços martensíticos 
com 12% de crômio podem esquematizar-se do seguinte 


modo: 


a — a cecomp + M; X—+4 + Fê, C— a + 


t- M > Cs — —+ Mas Cs 


A alição ce elementos de liga carbonetogêneos tende 
a estabilizar Ms pela formação cce um carboneto desses 
elementos ou por simples dissolução na rede do Fe, X, 
com a eventual nucleação separada de outro carboneio e 
a formação de um intermetálico em face mais adiantada: 
, a cecomp + M,Ã -— aq + Fos€ — & + 
x , MC — + Mal 
“* a M,X + outro carboneto + intermetálico 
(TIC, NbC) (Fo, Mo, Fe, W) 


QUADRO | 


Depressão ra temperatura M, 


para vários elementos de liga [1]. 


Elemento | E Mn Mi Cr 
MM. EC / 1% de on | — 474 me | mad — 17 e] == 6] — 
QUADRO II 
Planos de hábito, direcções de crescimento e relações ce orientação para as fases intervenientes nas 
transformações ce revenido dos aços martensíticos com 12% de crômio lz = ferrito). 

Fase | Plano ce hábito Direcção ce crescimento Relações de orientação | Referências | 
Mantensite a (112 < TO > Lj HH aa “fio 19] 
| | Ei>o my <HO>, 

Fo, C (: = l 100 ha [1120]. (0001), y (011), [5,6] 
(1011), | MBM, 
Ma € (110 by ou [112 14] [111] ,( [010] My C) (001) ac H (211), 
[001] 4; Cc [011], 
[1001 aC ft mn, 
M, C; (112), [10] 
MisC6 (Mi tmaco 1) (Mo | [8] 
com 
1110 PmasGo 1 <>, 
Ol 
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Fig. 1 — Dureza Vickers de um aço com 12% Cr, revenido 
durante 1 hora, em função da temperatura de revenido. [19]. 
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teores de Mo, revenidos durante 1 hora, em função da tem- 
peratura de revenido. [19]. 
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EIS A FUNDAÇÃO ESPECIAL PARA O MAIS ALTO ARRANHA-CÉUS DO PAIS 


150 ESTACAS DE BETÃO ARMADO COM 30 METROS DE ALTURA 
MOLDADAS NO TERRENO COM 1,20 METROS DE DIÂMETRO, SÃO ENCABEÇADAS NO TOPO POR 
10 GIGANTESCAS SAPATAS SUPORTE DE TODA A ESTRUTURA. 
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ROTOR E TAXA DE COMPRESSÃO DE MOTORES TIPO WANKEL 


RESUMO 


O artigo dá continuação a um outro publicado 
pelo autor, referência 1. 

Faz-se a apresentação e discussão dos diferentes 
critérios possiveis para definir a forma do rotor dos mo- 
tores tipo Wankel. 

São relatadas implicações e meios para ultrapassar 
as dificuldades matemáticas que aparecem ao usar-se 
qualquer dos dois critérios considerados mais impor- 
tantes. 

É referida e justificada a importância do parâmetro 
geométrico adimensional (a + bJ)/c. 

Apresentam-se também as curvas de variação da 
taxa de compressão em função de [fa + bJ)/ec. 


1. — Introdução 


Este artigo dá continuação a outro publicado an- 
teriormente pelo autor sobre o mesmo assunto, ver 
referência 1, em que se apresentava a geometria e parã- 
metros dos motores tipo Wankel, pretendendo-se realçar 
que este tipo de motores rotativos é resultado das pro- 
pridades que as curvas peritrocoides possuem. À nomen- 
clatura usada neste artigo é a mesma que então foi se- 
guida. 

O problema do critério a seguir para definir o rotor 
é apresentado, tendo lugar a discussão pormenorizada 
dos dois critérios que se consideram mais importantes, 
nomeadamente no que respeita ao modo como ultrapas- 
sar algumas dificuldades de ordem matemática a eles 
inerentes. 

A importância do parâmetro geométrico adimensio- 
nal (a + b)/c é demonstrada a partir da homotetia 
existente entre os peritrocoides. 

A variação da taxa de compressão com a forma 
do rotor é posta em evidência e demonstra-se que é 
a forma limite do rotor aquela a que corresponde maior 
taxa de compressão. À taxa de compressão em função 
de (a + bj/c, é obtida para os dois critérios conside- 
rados e a importância desta relação é devida ao facto da 
superficie peritrocoidal que o cilindro tem, ficar definida 
a partir de dois parâmetros geométricos, por exemplo 
la+ b)/c e c. 
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SYNOPSIS 


Tsis paper is the continuation of onother publica- 
tion by the author, referencel. 

In the paper it is shown and discussed the different 
criteria to define the shape of rotor of the Wankel type 
engines. 

The implications of the two more important criteria 
and how to overcome tse mathematical difficulties in- 
volved are reported.. 

The importance of the non-dimensional geometrical 
parameter (a + b)J/c is referred to and justified. 

The variation of the compression ratio with 
fa + bl/c is shown. 


2. — Rotor 


Referiu-se o facto de a forma do rotor não poder 
ser qualquer [1]. Do que então foi apresentado con- 
clui-se: 

— O rotor é definido por três arestas que têm 
que existir (deslizar) sempre sobre a superfície 
do cilindro (peritrocoidal). 

— Estas arestas estão à mesma distância de um 
eixo que é o do rotor. 

— Os três planos definidos pelo eixo e por cada 
uma das arestas fazem entre si ângulos de 120º. 

— O centro de gravidade do rotor descreve a cir- 
cunferência de raio c (excentricidade) e cen- 
tro em O (centro da peritrocoide). 

— Às três superficies que unem as arestas do rotor 
(faces) devem ser iguais, oO que — a não se 
verificar — se reflectiria na regularidade de 
funcionamento do motor. 

— Da necessidade de simetria apresentada pelos 
motores,resulta que a superfícia que une duas 
arestas deve ser simétrica em relação ao plano 
bissector do diedro formado pelas outras duas 
superfícies. 

— Uma das condições limite para a superfície entre 
duas arestas (face) é que ela seja tal que per- 
mita a efectuação pelo rotor de uma rotação 
completa, 


— À condição limite no sentido oposto à anterior 
resulta da taxa de compressão ter de ser maior 
que um dado valor mínimo de modo ao motor 
produzir suficiente potência, 

Restrições suplementares vão ser consideradas em 

seguida de modo a ser definida uma conveniente forma 
do rotor. 


2.1 — Critério da forma limite do rotor 


Obedecendo às condições apresentadas anterior- 
mente há uma infinidade de superfícies pelo que é ne- 
cessário estabelecer um critério de promoção de esco- 
lha da forma da superfície. De entre os vários critérios 
possíveis passa-se a analisar aquele que permite obter 
a forma limite do rotor. À esta forma corresponderá o 
menor volume minimo de câmara. 

Mostrou-se em [1] (secção 1.2) a maneira de 
gerar a peritrocoide a partir do rolamento de uma circun 
ferência (s') sobre outra fixa (s”), conforme figura 1. 
A s” associava-se o sistema fixo de coordenadas XOY. 
Associe-se a s' um sistema de eixos coordenados YO X' 
tal como é apresentado inicialmente na figura 1. Consi- 
dere-se agora que s' é fixa e que o que rola é a circuns- 
ferência s” sobre s', passando portanto XOY a ser o 
sistema móvel e X'O'Y' o fixo. Como s' está associado 
ao rotor e s” à peritrocoide, considera-se assim o rotor 
fixo e a peritrocoide a rodar conforme figura 2. Devido 
ao facto de r/R [figura 1) ser igual a 2/3, como é dedu- 
zido em [1], então os centros da circunferência s” no 
seu movimento rolante sobre s', vão estar sobre s” que 
tem um raio igual a c (excentricidade), como se vê 
na figura 2. À origem do sistema de coordenadas XOY 
estará sobre 's'”. 


Fig. 1 


Em [1], a equação da peritrocoide em XOY foi 
apresentada como 


x+iv=la+b) eiz+ celka (1) 
(a, b, k, e « foram então definidos) 

Quando XOY roda, geram-se em X'O'Y' sucessivas 
peritrocoides (ver figura 2) que constituem uma família, 
a envolvente da qual será a forma limite do rotor. Se- 
gundo o critério definido é este o caminho a seguir 
para obter a forma do rotor. 
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A relação entra os ânguios À e >, aonde Sé o 
ângulo definidor da rotação absoluta de XOY em rela- 
çãoa XOY' e > é o ângulo definidor da rotação da ori- 
gem de XOY no sistema X'O'Y', (ie são apresentados 
nas figuras 2 e 3) pode facilmente obter-se por relações 
geométricas 

q = à (2) 


A transformação de coordenadas de XOY em X O 'Y', 
[2] é: 


W = - c o 28 + Ze -Di (3) 
aonde 
WE = e = yr (4) 


oeZ=x+iy (5) 


Emo = | N 

o = 140" do = TU 

o = 180º & = 90º 

Ta 3 Fig, 2 
a+ b= 6em é 
a = & em 

b = 2 em 

c= 1 em 


Fig. 3 
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Como a equação de Z em XOY é a equação (1) 
conclui-se que 


x +Hiy=-ce2d+ (a+b) e (x5i + 
+ ce (32-3)i (6) 


Equação (6) é a equação da peritrocoide f [x,y] 
cefinida em X0OY quando considerada no plano X'OY'. 

Ela mostra que cada ponto no plano solidário ao 
rotor é função de dois parâmetros z e 5 aonde 2 é O 
parâmetro definidor do ponto no plano XOY e 5 define 
XOY em relação a X0'Y'. 

Para se encontrar a forma limite do rotor tem que 
se achar a envolvente à família de curvas definidas por 
(6), correspondendo a eliminar o parâmetro 5 a partir 
do sistema: 


x = -— cos 25 + x cosôd +y senô 
vi = -— x senj—csen 25 +y cos 5 
dixy]) 

| o (23) 4 (7) 


As duas primeiras equações em (7) correspondem à 
equação (3). 

A solução exacta de (7) é muito trabalhosa e a 
seguir se referem dois métodos de ultrapassar essa 
dificuldades de solução, método numérico por apro- 
ximações sucessivas e método geométrico, de modo 
a obter a forma limite do rotor sem a exacta resolução 
de (7). 


[| | DANA No 


Fig. 4 
2.1.1 — Método numérico por aproximações sucessivas 
Usando a equação (6), como para cada peritrocoide 


os valores (a + b) e c são definidos, pode saber-se 
qual a curva descrita no plano do rotor (rotor fixo) por 
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um ponto qualquer da peritrocoide (definido por um 
certo ângulo «) quando esta roda. Ter-se-á para cada 
z uma curva em XOY' e a forma limite do rotor será 
a envolvente a todas essas curvas. Uma análise cuidada 
do modo como se efectua a movimentação do rotor 
dentro do cilindro reduz muito o número de pontos 
(valores de z) a considerar para se ter a forma do rotor. 
Na figura 4 (efectuada com valores de a +tb — 6 cm 
ae c= 1 em), podese verificar que a curva limite do 
rotor é num troço bastante grande (troço AB) igual à 
curva gerada pelo ponto da peritrocoide definido por z 
igual a 90º. 

À curva correspondente aos pontos definidos por 
« = 90º é obtenível de (6) resultando 


vi = - esén 24 + (ab) cost — c cosô 
(8) 
que é portanto a curva limite do rotor enquanto este 
for definido pelo ponto considerado. 
Fazendo a aplicação para a peritrocoide apresentada 
na figura 4 resulta que a curva translação do ponto da 


F = —-— ccos2Zã+ la+b) senj — c senô 


peritrocoide corresponde a «a = 90º é 
x = — ecos 24 + 5 senjá 
y =-csen2Zs5 + s5cosô (9) 


A partir de (9) traçou-se a curva correspondente, figura 
5, e nela se marcou a zona que coincide com a forma 
limite do rotor. 


at c=1em 


Fig. 6 


Fácilmente se pode concluir que quanto maior 
for (a + b) para o mesmo valor de c menor é o troço 
do rotor definido pelo ponto «= 90º, 

Apresentou-se a ligação entre a forma limite co 
rotor e a curva descrita pelos pontos da peritrocoide 
definidos por um certo valor de »; para traçar a total 
forma limite do rotor é preciso repetir o indicado para 
valores de x compreendidos entre 90º e 120º e obter a 
envolvente interior a essas curvas. Isto pode ser pro- 
gramado de modo a este problema ser resolvido nu- 
méricamente com o auxílio do computador. 


21.2 Método geométrico 


Método menos preciso que o anterior mas que 
rápidamente pode ser usado consistindo em: 
- tendo desenhado a peritrocoide, desenhe-se o triân- 
gulo DO'C (figura 4) e faça-se deslizar este triângulo 
sobre a peritrocoide de modo a apoiar sempre os vértices 
Ce D sobre ela, desenhando os troços da peritrocoide 
que vão ficando entre esses vértices. 

Traçam-se um número razoável de troços pondo por- 
tanto o triângulo em sucessivas posições sobre a peri 
trocoida e uma face da forma limite do rotor obtem-se 
pela envolvente a todos os troços desta maneira dese- 
nhados na folha do triângulo. O resultado de uso deste 
processo é apresentado na figura 6 que foi feita para 
a peritrocoide da figura 4. 


Fig, 6 


2.2 — Forma limite do rotor e taxa de compressão 


Chamando taxa de compressão à razão entre O 
volume de câmara máximo e minimo, 


Via (10) 
V 


FT 


Sejam Vu, € Nu os volumes máximos e minimos 
quando a forma do rotor for a limite , obtenivel pelo 
critério apresentado em 2.1, à qual corresponde a taxa 
de compressão :| — Vi! Vmi € Vm2 € Vm quando a forma 
do rotor não for a limite sendo :, Vu! Va A 


diferença de volumes do rotor (ou da câmara) entre as 
duas diferentes situações chama-se v, sendo assim 


Vma = Vu tveVoo = Va + vcomo se pode 


ver pela figura 7. 
Como Va V 


mi 


Fig. ? 
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será 


Pode-se concluir assim que a forma limite do 
rotor garante a maiór taxa de compressão possivel para 
rotores com a mesma distância entre as três arestas. 


2.3 — Critério a usar para a escolha da forma do rotor 


Em 2.1 apresentou-se o critério de definir a forma 
do rotor como sendo a sua forma limite. 

Muitos outros critérios porém podiam ser enuncia- 
dos como por por exemplo o definir a forma do rotor à 
qual correspondesse uma dada taxa de compressão, ou 
que tecnolôgicamente fosse mais fálcil de executar 
(um arco de circunferência por exemplo), ou que per- 
mitisse uma melhor combustão, etc. O critério da forma 
limita do rotor foi o usado para base da forma do rotor 
em muitos trabalhos, ver referências 2,3, 4 e 5. 
Em todos eles porém alterações foram feitas no sentido 
de diminuir o desgaste e facilitar a combustão, 

As modificações consideradas são: 
1º — Forma do rotor tal que permite sempre a exis- 
tência de uma folga, ainda que pequena, entre o cilindro 
B o rotor; 
2.º — Criação de uma câmara suplementar no interior da 
face do rotor como se vê na figura B. 


vi 


Fig. B 


A primeira alteração é devida ao facto de não se 
querer que as faces laterais do rotor raspem no cilindro, 
isto é, só nas arestas laterais (A, B e € da figura 8) 
é que o contacto deve existir. Ora se a forma do rotor 
adaptada fosse a forma limite, verificar-se-iam pontos 
de tangência. Outra razão para existência desta folga 
reside no facto de a mistura combustivel quando o rotor 
estivesse na posição da figura B, na combustão compor- 
tar-se-la como estando em duas câmaras independentes 
(D e E), não sendo isso o pretendido. 
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O problema da combustão apresentado anterior- 
mente justifica a segunda alteração que é necessária 
para aumentar a facilidade de propagação da combustão. 
Na figura 8 vê-se que se forma do rotor fosse a limite, 
quando a mistura se encontrasse para explodir estaria 
demasiadamente espalhada numa zona estreita e com- 
prida que nada facilitaria a combustão; assim a abertura 
da câmara suplementar faz localizar a mistura facilitando 
a queima. Alguns dos problemas da combustão neste tipo 
de motores e a acção da câmara suplementar estão 
focados por Awsdale [3] e Froede [4]. Aparece agora o 
problema das dimensões, forma e volume que a câmara 
deve ter. Numerosas formas, ver [3] e [4] têm sido 
cxperimentadas mas as diferenças de perfomances não 
são tão pronunciadas que permitam chegar a conclusões 
definitivas [3] entretanto em motores já existentes tem 
havido evolução no sentido de aumento de câmara no 
sentido lateral como é apresentado na figura 9. O volume 
suplementar a usar, segundo referências 3 e 6, é aproxi- 
madamente igual ao volume minimo entre o rotor e cilin- 
dro se a câmara não existisse. À prolundidade da câmara 
é limitada por aspectos de possibidades ce dimensiona- 
mento, de construção do rotor e de propagação da ex- 
plosão. À necessidade ce criação de uma câmara suple- 
mentar para facilitar a regularizar a explosão, com a 
correspondente diminuição da taxa de compressão, expli- 
ca a sua forma limite (desde que não haja tangencialida- 
des com o cilindro exceptuando as arestas), pois que ela 
é a que garante uma taxa de compressão maior sendo a 


FACE DO ROTQR 


(7) ) 
E : ” 


CG) mais amigo 


b) mais moderno 


Fig. 9 


que apresenta um volume minimo menor, dando nestas 
circunstâncias, para a mesma taxa de compressão final 
um volume maior de câmara adicional. Isto é um resulta- 
do do dito em 2.2. O uso da forma limite do rotor 
é a que permite uma concentração espacial da mistura a 
arder, sendo portanto a que garnte uma queima mais 
fácil e perfeita do combustivel, 

Assim se apresentou e justificou qual o critério 
a seguir para desenho da forma do rotor. 

Como em 2,1 o desenho desta forma pode ser 
calculado por métodos numéricos ou geométricos. 
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2.3.1 — Método numérico de encontrar a forma do rotor 


As equações (6) e (8) dão a forma limite do rotor, 
porém o critério definitivo apresentado em 2.3 para a 
obter, prevê a existência de uma folga entre o rotor e 
o cilindro. Assim ir-se-á procurar a equação definidora 
do rotor segundo o novo critério, 

Reportando-se à figura 10, mostrou-se em [1], 
que o ponto P (0, a + b + c), no sistema XOY ao 
rodar em torno de O com movimento peritrocoidal gera 
a curva de dois lóbulos cuja equação é 


Z=latb)eiz+ceidz (1) 


Esta equação resulta da equação (1) para k = 3, 


Fig. 10 


Um ponto genérico O sobre o rotor (figura 10) 
pode ser definido por 


(12) 
onde 
O = origem do sistema de coordenadas XOY ligado 
ao cilindro. 
O = origem do sistema de coordenadas móvel ligado 
ao rotor. 
3z = ângulo posicional do vector 00' 


a => ângulo posicional do vector O'P (vector que 
gera a peritrocoide). 
H = módulo do vector O'Q 
5 = ângulo entre 00 e O'P. 


Está-se assim definindo o vector OQ a partir da 


posição do vector OP. Considera-se o ponto P (vértice 
do rotor) podendo estar em qualquer posição (definida 
pelo ângulo a) e a partir daí pode-se referenciar um 
qualquer outro ponto O sobre a curva do rotor, estando 
o vector OQ desfazado de um ângulo 5 em relação a 


MM 


O'P. A existência da folga que agora se passou a con- 
siderar necessária, obriga a que quando OQ está sobre o 
eixo OY se verifique, ver figura 11, 


módulo (OQ — 0) < a+ b-—- c 
mais propriamente 
módulo (O — 0) = a + b-—- c — f aonde f é a folga 
entre o cilindro e o rotor no eixo OY. 

A existência de O sobre o eixo OY é importante 
pois que o rotor e definido em grande parte da sua ex- 
tensão por limitações provenientes de quando os seus 
pontos estão sobre esse eixo. Para o ponto Q estar sobre 
OY à distância a + b -c — f de O, as variáveis 2, P e 
H não são independentes (ver figura 11) e para cada 
peritrocoide e folga f, sendo dado «, os valores 5 e H 
ficam automáticamente definidos. As equações que defi- 
nem 3 eHa partir dez são: 


Ly =a+b-c-T 


ccos3Jz + Hcos (z+ 5) = 0 (13) 
ccos 3z + H cos (z 


Definindo a forma do rotor sómente a partir da 
folga a existir no eixo OY, ela fica definida pelas equa- 


cões (12) e (13). Uma fácil verificação disto consiste 


em obter por exemplo a curva da figura 5 (a + b= 6 
em, c= 1 em), usando equação (13), isto é fazendo 
f= O. Para este caso particular, explicitando (13) 
resulta 


5—senja+ cosda. Tag x (14) 
E = ds TE += E 
— sen 34. Tag za — cos3a + Ta) a 
E] 
— COS J q (15) 
H = 
cos (x + 6) 


Dando diferentes valores a x, obtêm-se os valores 
à e H que permitem desenhar a forma do rotor que de: 
verá coincidir com a forma apresentada na figura 5. 
Usando este caminho obteve-se a figura 12. 


Como foi dito as equações (12) e (13) dão a forma 
do rotor de modo a este passar sempre por um dado 
ponto sobre OY gerantindo assim uma folga no ponto de 
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estrangulamento du cilindro (ponto ao qual corresponde 
4 = 90"). À sobreposição das formas definida por equa- 
ção (13) e forma limite do rotor, podem não ser sufi- 
cientes para garantir uma ausência total de tangenciali- 
dade entre o rotor e cilindro. Este problema é tanto 
maior quanto menor for a folga considerada no ponto 
de estrangulamento. É que pode acontecer que a forma 
do rotor seja tal que garanta a folga considerada no 
ponto de estrangulamento (eixo OY) mas que por exem- 
plo no ponto da peritrocoide coresponde a z = 100º ou 


110º continue a haver tangencialidade, Há então que pro- 
ceder de modo semelhante ao feito quanto se achou 
a forma limite do rotor, secção 2.1.1; também aqui é 
preciso prever outros valores de a diferentes de 90º 
(equação (12), e (13) resultam de ter considerado pontos 
da peritrocoide definidos por z = 90º, isto é, eixo 0Y) 
tendo então que se procurar a forma do rotor que passa 
por pontos da peritrocoide aos quais correspondem valo- 
res de « entre 90º e 120º e prevendo já a folga con- 
veniente. Isto é apresentado na figura 13 aonde se vai 
procurar a forma do rotor que garanta sempre a sua 
passagem pelo ponto A, definido na figura, havendo 
entre A, e o cilindro uma dada folga. A solução deste 
caso que é a generalização da equação (13) em notação 
complexa é 


= ig e%4% + Hot Té (16) 
aonde 


À = fg E TA (17) 


H, é o móculo de vector oo, aonde O, é o ponto 
genérico da forma do rotor quando este é definido 
por A,. é o ângulo entre 0'0, e O'P. A cada ponto A, 
(distanciados do cilindro da folga considerada a qual 
deve ir diminuindo conforme « aumenta de 90º para 
120º) corresponde uma curva para o rotor com o aspecto 
da apresentada na figura 12. O rotor será assim a en- 
volvente interior às curvas definidas por (16) e (17). 
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Fig. 13 


o exposto é programável e o problema pode ser resolvido 
com computador. 

Assim se conclui a exposição do método numérico 
para calcular a forma do rotor resultante do critério 
adoptado. 


2.3.2 — Método geométrico 


Seguindo as linhas gerais do método apresentado 
em 2.3 os valores H e 3 correspondentes a pontos da 
peritrocoide definidos por « = 90”, podem ser geomê- 
tricamente obtidos medindo-os directamente sobre dese- 
nhos da peritrocoide. Semelhantemente ao que se passa 
para o caso do ponto de estrangulamento a obtenção 
por via geométrica de H, e B, (por outros valores de 2) 
é realizável. 


3. — Taxa de Compressão 


Pretende-se agora encontrar uma relação entre 
a taxa de compressão e um parâmetro definidor da peri: 
trocoide escolhida para forma do cilindro, pois que um 
dos condicionamentos que influi na escolha da peritro- 
coide é a taxa de compressão. 

Considere-se um cilindro com a largura de L e com 
o formato correspondente a uma dada peritrocoide defi- 
nida pelos parâmetros (a + b) e c como se apresenta na 
referência [1]. 

A taxa de compressão definida por (10), sendo a 
forma do rotor a limite como o apresentado em 2.1, 
pode ser calculado a partir de 


AM (18) 


aonde A, é À, “são respectivamente as áreas máxima 
e minima delimitadas por a peritrocoide e a curva defi- 
nidora do rotor. Assim a taxa de compressão é indepen- 
dente da largura do cilindro sendo esta só considerada 
no cálculo da cilindrada pois 


cilindrada = (Ay — A) L 
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3.1 — Variação da taxa de compressão com a + bec. 
Homotetia. 


Verificar-se-á que a taxa de compressão não varia 
com a variação de a + b e c desde que a relação 
(a + b)j/c se mantenha. 

Podendo a taxa de compressão ser calculada por 
(18) será 


"B | 
(| xá) ai É dx 93] 
do” À per.lrocoide J À ! rotor 


“E “E À 
(| axds) (| é xd) 
“D perilrocoide “ D rotor 


(19) 


aonde os limites de integração ABC e D estão definidos 
na figura 14. Noutra notação representada na figura 14 
a taxa de compressão poder-se-á escrever como 


p R (20) 
20 As 
E = Pp a 
o ma 
mi m 
P 
Au = área entre a peritrocoide e o eixo dos xx, repre- 
j sentada na figura 14—a entre À e B. 
A = área entre a curva do rotor e o eixo dos xx, 
M & k 
p representada na figura 14-b entre A e €. 
À = área entrea peritrocoide e o eixo dos xx, repre- 
mi a 
É sentada na figura 14-c entre De E. 
a = área entre a curva do rotor e o eixo dos xx, 


representada na figura 14—d entre D e E. 


Que se verifica homotetia nas peritrocoides vê-se a 
partir da sua equação (11), aonde multiplicando 
(a + b) e c pelo mesmo valor, mantendo-se portanto 
a razão (a + b)/c, resulta que Z = x + iy vem tam- 
bém multiplicado por ese factor, concluindo-se assim 
que existe a referida homotetia. Compreende-se também 
que verificando-se homotetia entre as peritrocoides, 
também se verificará entre as curvas definidoras das for- 
mas limites do rotor correspondentes às peritrocoides 
consideradas, pois que elas são a envolvente interior à 
família das peritrocoides, 
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Sendo 
ia + bi, (21) 


ja + bi), 


Rh 


a razão de homotetia entre duas peritrocoides, resulta 
que entre as áreas respectivas se verifique a relação 


do quadro 1. Como as áreas referidas no quadro 1 são 
homotéticas podemo-las transferir para a peritrocoide 
dec= 1 cmea+ b=ê6 cm. Os valores assim obti- 
dos são apresentados no quadro 2. À variação obtida na 
segunda coluna deste quadro (que teóricamente devia 
ser um 'só valor) diz do rigor na obtenção das áreas. 
Assim se pode concluir que o erro é da ordem de 1%. 

Ão concluir-se que a taxa de compressão se man- 


= | F, À : a) ; a na y 
Área , Rh< Area, (22) tém mantendo a razão (a + b)/c verifica-se a impor 
tância da existência de uma relação entre a taxa de 
RE compressão e (a + b)/c, pois que sabendo o valor 
: a ca taxa de compressão a usar fica-se a conhecer 
Área | dx, dy, = Rh? | dx, dy, = Rh2 Area, (a + b)/c e vice-versa, Como uma peritrocoide fica 
' ' totalmente definida por dois parâmetros, la + b) e c 
A relação entre por exemplo, : juntamente com um outro condiciona- 
p R mento especificam a superfície peritrocoidal a usar 
Am, AM como cilindro. 
i af AR 
m 4 m 4 3.2 — Taxa de compressão em função de (a + bl/c 
[E [forma limite do rotor) 
P K 
. 2 Vs Para obter o gráfico de variação da taxa de com- 
ae A pressão em função de (a + b)/c, calcularam-se as cur- 
a di vas de variação das áreas máximas e mínimas com 
QUADRO 1 
ta + bj/c= 6 
Area de um quadrante Rh caso 
caso c (em) | RE c 
(cm?) Rh. 
1 0,5 7,6 0,5 
2 1,0 30,4 1,0 
3 1,5 8,8 1,5 
4 2,0 123,1 2,0 
Taxas da compressão relativas a dois casos homo- QUADRO 2 
téticos de razão de homotetia Rh dado por (21), fãcil- = 
mente seg vê ser ja + b)j/c = 6 
' i É lil Área referida 
| É às = em 
Assim se demonstrou que variando (a + b) e c de 0,5 304 
modo a manter (a + b)/c, a taxa de compressão não 
varia pois verifica-se homotetia entre as peritrocoides. 1,0 30,4 
A verificação de homotetia foi feita numéricamentea 
para testar a precisão do método de obtenção das 1,5 30,6 
áreas. No quadro 1 são apresentadas medições das áreas | | 
= 2,0 30,7 


do primeiro quadrante (desde x O" até x 90º) 
referentes a peritrocoides homotéticas tais que (a + b)/c 
é igual a 6. As razões de homotetia dadas por (21) 
para os diferentes casos considerados e em relação ao 


caso particular de c 1 cm estão na última coluna 
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la + bj/c. A maneira como essas áreas foram obtidas 
foi a descrita em 2.1 e grande número de peritrocoides 
foram consideradas (ver referência 2), tendo-se usado 


TECNICA 416 


para o mesmo (a + b)/c diferentes valores de c redu- A figura 17 mostra a curva de variação da taxa 
zindo depois as áreas por relações de homotetia a um de compressão em função do parâmetro (a + b)/c. 
mesmo valor da excentricidade, um centímetro. 


Áreas menores 
am função de 


Ss a (a + b)/c 
2 
Fig. 15 
A variação da área minima com (a + b)/c está 
apresentada na figura 15 sob o aspecto de gráfico e a 
variação da área máxima é dada na figura 16. 
E 
Taxa de compressão em 
' função do parametro 
| (a + b)/c 
+ 
(forma limite do rotor) 
Áreas maiores Es 
em função de Fig. 17 
(a + b)/c 

Nas figuras 15 e 17 as diferentes simbologias 
usadas para referenciar os pontos, correspondem cada 
uma delas a um específico valor de c reduzido depois 

por homotetia. 
3.3 — Taxa de compressão em função de (a + b)/c 

[forma real do rotor) 

Na figura 17 é apresentado a taxa de compressão 
em função de (a + b)/c para o caso do rotor ter o 
formato limite referido em 2.1. Como se descreveu 
Ra em 2.3 o volume mínimo real do motor tem sido geral- 
mente considerado igual ao dobro do limite. Este volu- 
Fig. 16 me adicional como em 2.3 foi descrito é distribuido 


TÉCNICA 416 15 


pelo volume devido à existência de folga entre o cilin- 
dro e o rotor e pelo volume da câmara suplementar 
na face do rotor. O aumento de volume devido à câmara 
é bastante maior que o proveniente da folga. Num mo- 
tor real as taxas de compressão serão então diferentes 
das apresentadas na figura 17. O volume mínimo passa 
a ser aproximadamente o dobro do considerado em 3.2 
e o volume máximo passa a ser o volume máximo mais o 
o volume mínimo usados em 3.2. Tendo isto em conta 
facilmente se encontra a curva da taxa de compressão 
real em função do parâmetro adimensional (a + b)/c, 
e assim se obteve a figura 18. Esta figura apresenta a 
curva que relaciona a taxa de compressão co motor 
Wankel real desenhado pelo critério descrito na secção 
2.3, com (a + b)/c, parâmetro geométrico definidor 
da peritrocoide. Segundo este critério o volume minimo 
real é o cobro “2 volume minimo existente quando o ro- 
tor tem a forma limite, porém muito fâcilmente a partir 
das figuras 15 e 16 se podem obter gráficos para casos 
aonde a relação de volume minimos (real e limite) seja 
outra, aumentando a taxa de compressão com a dimi- 
nuição da razão volume minimo real/volume minimo 
limite. 


Variação da taxa de compressão 
em função de (a + b)/c 


(forma real do rotor segundo 2.3) 
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NOMENCLATURA 
a + b = parâmetro definidor da peritrocoide 
A, B Ce D = limites de integração ao achar as 
áreas definidoras da taxa de com- 
pressão 
A e B = vértices do rotor (figura 8) 
c = parâmetro definidor de peritrocoide 
= excentricidade 
C. A, BED = forma limite do rotor (figura 7) 
E e D = câmara de combustão (figura 8) 
ft — folga entre o cilindro e o rotor 
H = distância de O' a um ponto da curva 
do rotor 
k = número de lóbulos da peritrocoide + 1 
L = largura do cilindro 
= raio da circunferência fixa na geração 
da peritrocoide 
R = raio da circunferência móvel na gera- 
ção da peritrocoide 
Rh = razão de homotetia 
s = circunferência usadas na geração da 
peritrocoide 
V = volume 
XOY = sistema de coordenadas associados à 
peritrocoide 
X Oy" = sistema de coordenadas associado ao 
rotor 
z — parâmetro angular definidor de um 
ponto da peritrocoide em XOY 
» = ângulo entre o vector referência e o 
vector definidor de um qualquer ponto 
sobre a curva do rotor 
E — taxa de compressão 
5 — ângulo definidor da rotação absoluta 
de AOY em relação a X'0O'Y' 
v — ângulo definidor da rotação da origem 


dae XOY no sistema X'0'Y'. 
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A TEORIA DAS LINHAS DE ESCORREGAMENTO — APLICAÇÃO À EXTRUSÃO 


RESUMO 


Este artigo é o primeiro de uma série de dois, 
cujo objectivo é estabelecer a teoria dos campos das 
linhas de escorregamento e a sua aplicação ao caso 
da extrusão. O segundo artigo terá como tema a apli- 
cação da mesma teoria para o forjamento. 


1 — INTRODUÇÃO 


Da aplicação de um estado de tensão a um ma'srial 
resulta um determinado processo de deformação. Se se 
tratar de um processo de deformação estacionáric -omo 
por exemplo a trefilagem, o estado de tensão qu2 o ori- 
gina depende da forma da ferramenta, dos atritos e dos 
contransgimentos provocados por cada elemento na sua 
vizinhança,não sendo portanto uniforme mas variando 
de ponto para ponto de modo a formar aquilo a que 
se chama correntemente um «campo de tensões não 
uniforme». 

O estudo deste campo, que é o objectivo do pre- 
sente trabalho, torna-se muito complexo, pelo que for- 
mularemos as seguintes hipóteses simplificativas: 


1 a — Os materiais são considerados rigido-plásticos 

1 b — Durante a deformação plástica as secções planas 
mantêm-se planas 

tc — O estado de deformação plástica 
( fa = 0) 

td — É válido o critério de plasticidade de Coulomb. 


é plano 


2 — TEORIA DOS CAMPOS DAS LINHAS DE 
ESCORREGAMENTO 
2.1 — Definição de campo de linhas de escorregamento 


Veja-se como primeiro passo desta exposição teó- 
rica quais as simplificações que advém para as leis gerais 
da plasticidade ao considerar as hipóteses atrás im- 
postas, 

Tendo em atenção as equações de Levy Mises 
2.a, apresentadas a seguir, pelo facto de se impor a 
hipóteses 1.c, leva a que por exemplo d:,;= O e por- 

l 


tanto cs, = 
2 3 


(5) + Sa) OU q = 49) + Em + 53) 
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SYNOPSIS 


In this first article of a series of two, the slip 
line field theory is presented, exemplifying in the end 
how this theory may be applied to extrusion. Tse second 
article will illustrate how the above theory may be used 
in forging. 


| - | | (2. a) 
ds; ocê a à k (o, pi , 17 O a 79) 

E a; I 
a 3 à (03 — 2 4 + 53 ) 


Traçando-se o circulo de Mohr para um estado de tensão 
| 


E 


(3, + 04) fig, 1 e tendo em atenção 


+ ++ 
= 3 


o 


Fig. 1 


o critério do Coulomb, Tresca conclui-se que à tensão 


“médio — q, corresponde a tensão de corte máxima 


à e 


Este plano também é aquele onde o distorção é má- 
xima, o que facilmente se verifica através do plano das 
deformações associado ao ao plano das tensões con- 
siderando que a hipótese 1.c e a lei de Ste. Venant 


dão origem a que d:, — — d., (tda fig. 1 b 


5 |, 


é máximo para d., — 0). 

Define-se «campo de linhas de escorregamento» 
como uma rede de curvas ortogonais ao longo das 
quais a tensão de corte + é máxima (7 — <.). 

De acordo com a definição dada, representa-se na 
fig. 2 um elemento de superfícia em que cada face está 


US 
sujeita a uma tensão normal média 5 = ——————— 
e a uma tensão de corte 7... Neste elemento 1, e, 
fazem ângulos de 45º com as linhas de = = +. (z8 3 


E 
na fig. 2) e 7, exerce-se no plano da figura perpendi- 
cularmente a c, e 4. Portanto, um campo de linhas de 
escorregamento é um conjunto de linhas z e 5, traçado 
no plano cuja normal é paralela à direcção «,, sendo 
z e Slinhas ao longo das quais = é iguala 7. e — 
respectivamente. Como se sabe que é a tensão de corte 
máxima a responsável pela deformação plástica (hipó- 
tese 1d), a rede de linhas « e 5 será efectivamente a 


Única responsável pela deformação plástica. 


Ea O Relações de Hencky e equações de Geiringer 
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Considera-se agora a fig. 3 onde estão represen- 
tadas uma linha de escorregamento z e uma $& e apli- 
quem-se as equações de equilíbrio em coordenadas carte- 


sianas (2. b) às expressões de q,, 4 6 Toy /8M função 
de 1 e 1. 
vy m 1 A pa y 
er 
= + Õ 
PoY À % 
(2. b) 
5a À E 
Vos, ny A 
E) Tr bs 


Fig. 3 
Deste modo e com dt = O virá: 
À a op 
- E Ao a Q 
Nox “o x 
(2. c) 
A Cri 2 13 Jo 
Integrando agora as expressões 2.c obtém-se 
RR e DO ce 
(2. d) 
jp? ce AE ce 
sendo = 2 “7 constante ao longo de uma linha 


à ea + 2 “. '» constante ao longo de uma linha 5, 
As expressões 2.d permitem, dado o estado de 
tensão num ponto A, conhecer o estado de tensão noutro 
ponto qualquer das linhas z ou 5 que passam por A. 
Se nas expressões 2.d q for substituido por-p 
sendo p a pressão na linha de escorregamento, obtém-se 


b TZ sm ce ao longo de 2 


(2. e) 
cie ao longo de | 


que são as relações de Hencky. 
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Baseado nestas relações 2.0 Hencky demonstrou 
ainda que o ângulo formado pelas tangentes a duas 
linhas de escorregamento da mesma família, nos pontos 
em que estas são cortadas por uma linha de escorre- 
gamento da outra família, é constante ao longo do seu 
comprimento. (1.º Teorema de Hencky), Considere-se a 
fig. 4 onde se traçaram as tangentes a duas linhas z nos 
pontos AB e PQ e calcula-se pp pa fazendo uso 
das expressões 2.e e percorrendo caminhos diferentes. 
Assim: 


Po — Pa = (Pa — Pa) T (pg — Pal 


= 27 (20%— o — dA) 


Por outro lado 
Po Tm Pa -lPo— pp) + lpp— PA! 
— 2 (Pa o da E, Do) 
Igualando as duas expressões obtém-se 


ap mm CDA 


á B 


Pp Q 
que é a expressão que traduz o 1.º teorema de Hencky. 

Num campo de linhas de escorregamento é impor- 
tante saber quais são as linhas « z e quais as 5 É. Para 
isso recorre-se à regra prática que a seguir se enuncia. 
Rodando no sentido contrário aos ponteiros do relógio, 
em torno de um ponto de intersecção de duas linhas 
de escorregamento, se se começar duma z a maior 
tensão principal, isto é, 7,, será encontrada antes de 
se atingir a linha 5 (fig. 5). 

Assim pode-se afirmar que a linha z está associada 
com a tensão de corte positiva e a linha É associada com 
a tensão da corte negativa. 
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As equações de Geiringer são do tipo das relações 
de Hencky, mas dizendo respeito às velocidades. Por- 
tanto para as estabelecer interessa agora determinar as 
velocidades deescorregamento u e vao longo de z a 8 
respectivamente ; “4 


Da fig. O tira-se que 


(tv + dv) cos 5» + (u + du) sen 5 d , 


(u + du) cosé db — (v + dv) send d =u 
Mas no limite quando B -» À cos à — & | 
sen doab => ã ap 


o que substituindo dá: 


Du 

a — v =0Q0 ao longo de « 
5v | 
a + u =0 ao longo de 5 


São estas as equações de Geiringer. 


Fig. 6 
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2.2 — Método geométrico de Pragsr 


O método geométrico de Prager é um método 
geométrico que permite traçar o campo de linhas de es 
corregamento para um escoamento plástico. Será este 
o método utilizado nas aplicações práticas apresentadas 
na parte final deste trabalho, mas antes de entrar prôpria- 
mente na sua descrição torna-se necessário introduzir 
o conceito de pólo de circulo de Mohr tal como Prager 
o utilizou. 

Considerese (fig. 7) um ponto P localizado num 
campo de tensões. 

Conhecendo o estado de tensão por exemplo em PP,, 
dado por 5', :, e conhecenco também o valor de =. 
para o material, é possivel construir o circulo de Mohr 
do estado de tensão em P (como convenção para o sinal 
da tensão de corte ela será negativa quando fizer rodar o 
plano no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio). 


Ligar 


Traçado da ciclóide — 8a — Circulo rolando em — 5. 


8b — Circulo rolando em +. 
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Define-se «pólo do circulo de Mohr» como o ponto 
da superfície de circulo no qual passam rectas que 
intersectam a circunferência nos pontos que definem o 
estado de tensão nos planos aos quais essas rectas são 
paralelas, 


Na fig. 7 obtém-se a posição do pólo traçando 
pelo ponto de coordenadas +, — 7 uma paralela a PP, 


Conhecida a posição do pólo, exemplifica-se também 
na fig. 7 a obtenção dos valores ce aq, Tec! T, 
traçando pelo pólo paralelas aos planos PP, e PP, 
respectivamente. 

A localização de um pólo permite ainda obter a 
direcção das linhas «x e j& naquele ponto traçando pelo 
pólo as duas rectas que intersectam o circulo de Mohr 
em + sue — e 

Pode-se agora finalmente descrever o método geo- 


métrico de Prager. Viu-se, através das relações re Hencky, 


que, ao longo de uma linha z ou 5, 5p-- + 27. dt; 
então, traçando o circulo de Mohr, como a abcissa do 
seu centro é sempre «= -—p, o dito círculo mover-se-á 


ao longo de uma linha de escorregamento de + 2 Te BRU 


em que %'t representa a variação angular ao longo 
da linha. Isto é, para uma variação à d* o raio de circulo 
de Mohr roda de 2 5 4, e sendo o raio igual a 7. o 
pólo move-se de 2 +. 5 ». Sendo assim pode-se afirmar 
que, ao longo de uma linha de escorregamento, o pólo 
do circulo de Mohr traça uma ciclóide quando o cir- 
culo rola sem escorregar ao longo da sua tangente 
superior ou inferior paralela ao eixo dos 77. Na fig. 8 
exemplifica-se o que se acabou de expor. 


ha 


8 b 


Fig. 8 
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Na fig. 9 apresenta-se o exemplo de um campo de 
linhas de escorregamento para uma extrusão direcia 
sem atrito e para uma relação de espessura de 2/1. 
Como já foi dito, a cada linha de escorregamento no 
plano físico corresponde uma cilóide de Mohr, na figura 
chamada de plano das tensões. Na figura está apenas 
representada a ciclóida de linha 12345. Como se pode 
observar na figura, a ciclóide é sempre perpendicular 
à linha de escorregamento em pontos que se corres- 
pondem. Na fig. 9 está um terceiro diagrama também 
devido a Prager e que é o hodógrafo ou diagrama das 
velocidades de escoamento plástico ao longo de cada 
linha de escorregamento. À sua construção está justifi- 
cada na fig. 10, onde se representa mais uma vez uma 
linha « e uma 5 e dois pontos 1 e 2 ao longo da linha 
az. Sev, ev, forem as velocidades absolutas em cada 
um desses pontos para que se verifiquem as equações 
21 de Geiringer é necessário que o acréscimo de velo 


Feiocidode abssula 
das pariicados ao | 
iDrigo e Õs | 
sol Descontinuidode da 
vriotdodoe La 05 


TÉCNICA 416 


cidade seja perpendicular à linha de escorregamen- 
to, fig. 10a. Generalizando, e no caso da linha 
de escorregamento ser uma curva (fig. 10 b), o acréscimo 
será também uma curva perpendicular à linha de escor- 
regamento nos pontos que se correspondem. Tinha-se 
visto atrás que o mesmo se passava entre a ciclóide 
e a linha de escorregamento: vê-se agora que a ciclóide 
e os acréscimos de velocidade são paralelos em pontos 
que se correspondem, 

Finalmente e antes de se entrar nos exemplos de 
aplicação, convém enunciar as três regras básicas que 
presidem ao traçado de um campo de linhas de escorre- 
gamento. 

1º — Num ponto singular deve-se sempre tentar 
que o campo das linhas de escorregamento seja em 
a«leque». Ex.: veja-sae a fig. 9 e repare-se na posição 
do chamado ponto singular relativamente ao «leque» 
das linhas z e 5 


HODOGRAFO - PAGRAMA 
Dt VELOCIDADES 


Fig. 9 
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2º — Quanco se usa lubrificação durante o pro- 
cesso, de enformação, isto é, quando não há atrito, as 
linhas de escorregamento encontram os limites de ma- 
terial segundo ângulos de 45º Ex.: veja-se o ponto 5 
da fig. 9. 

3º — As linhas de simetria e as linhas de escor- 
regamento cruzam-se segundo ângulos de 45º. 


3 APLICAÇÃO A EXTRUSÃO 


As figuras 11, 12, 13, 14 e 15 mostram o campo 
cas linhas de escorregamento, o plano das tensões e o 
diagrama das velocidade para quatro tipos de extrusão. 

Como se pode observar, no caso de não existir 
lubrificação as linhas de escorregamento cortam a fron- 
teira segundo ângulos de 0º e 90º conforme se trate de 
uma É ou uma z, 

Na fig. 12 estã assinalada no circulo A a constru 
ção utilizada para colocação das linhas «x e P5 a 90º 
entre si. 


NOTAÇÃO 


x linha de escorregamento com 7 Az 
à — linha de escorregamento com +-— —= 
— distorsão 
: — extensão 
d:/ de, des — acréscimos das extensões principais 
pj — “a — tensões principais 
qn — tensão (representação geométrica de 
Prager) 


E 


E 


À 
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+ — tersão de corte 

tensão de corte crítica 

& — ângulo entre duas tangentes a uma 
linha z ou uma linha 5 


) 
| 


à» — factor de proporcionalidade do regimes 
plástico 
u, v — componente de velocidade ao longo 


de « e É respectivamente. 
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DEFORMABILIDADE DE ROCHAS XISTOSAS (*) 


RESUMO 


Neste trabalho apresentam-se os resultados de 
ensaios de compressão uniaxial de rochas xistosas, 
obtidos quer em ensaios em laboratório quer em ensaios 
de campo, e estudam-se as variações do módulo de 
elasticidade, dos coeficientes de Poisson, do coeficiente 
de dilatação cúbica e do ângulo formado pelas direcções 
principais de tensão e de deformação com o ângulo 
formado com o normal à xistosidade. 


1 — INTRODUÇÃO 


No estudo das rochas xistosas determinam-se geral- 
mente apenas a deformabilidade normal e a paralela à 
xistosidade, por se supor fornecerem os valores extre- 
mos das caractarísticas mecânicas. Contudo, no estudo 
de algumas rochas xistosas verificou-se que o valor 
mínimo do módulo de elasticidade não coincidia com 
a direcção normal aos planos de xistosidade, utilizan- 
do-se uma fórmula empírica da forma: 


x y2 ax + by?+4c>-0 


que representava com muita aproximação a variação do 
módulo de elasticidade com a direcção [1]. 

Neste estudo assemelham-se as rochas xistosas ao 
corpo transversalmente isotrópico e apresentam-se os 
resultados obtidos quer em ensaios de laboratório efec- 
tuados sobre rochas xistosas provenientes de locais 
diferentes, quer em ensaios efectuados no campo sobre 
rochas do mesmo tipo. 


2 — GENERALIDADES 


Considere-se um corpo transversalmente isotrópico 
e um sistema triortogonal de eixos oxyz, tal que o eixo 
dos zz é normal ao plano de isotropia, sendo os eixos 
dos xx e dos yy paralelos a ele (fig. 1). 


J. LOUREIRO PINTO 
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SYNOPSIS 


In the present paper, the results of laboratory and 
in situ uniaxial compression tests of schistous rocks are 
presented, an analysis being made of the variation of the 
modulus of elasticity, of the Poisson's ratio, of the 
coeffticient of unit volume expansion and the relation 
between principal directions of stress and strain with 
the angle between a given direction and the normal to 
the schistosity. 


Fig. 1 — Sistemas de eixos coordenados 


As constantes elásticas deste corpo em relação a 
este sistema de eixos [2], [3] são: 


a :B — a - = 
= é (Di é o Ein 
; É. É. E: 
] | 2(1 A, 
3 p “eu EE 
Pd XE x 


(*) Trabalho apresentado em inglês no 2.º Congresso da Sociedade 


internacional de Mecânica das Rochas, Belgrado, 1970. 
Ártigo recebido em 9/3/71. 
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O corpo possuí cinco constantes elásticas inde 


pendentes, E,, E,, “xy “x € G,: Fazendo agora [4]: 


E y Ê 


es DL] Ya 


todas as equações se podem pôr em função das cons- 
tantes elásticas independentes, E,, vyp “x 8 dos 
parâmetros k e d, que se podem designar por coeficien- 
tes de anisotropia axial e coeficiente de anisotropia 
curvilinaa. 

Num novo sistema de eixos triortogonal ox'y'z' em 
que o eixo y'y' coincide com o eixo dos yy, e os eixos 
xx' e xx e z'z' e zz fazem entre si um ânguloa (fig. 1), 
as constantes elásticas E'., va “ya Mm função de E,, 
k, dez, [4], podem escrever-se sob a forma: 


“oyo am 
É 
E = a pi coa 
ai | -- d:enfa cosa — (1—k) senta 
te + (d+ |—k) sen? a cos” z 
“we ] e Ps | S 
| | + dseníacostz—(|—k) sen z 
; k my sena + 'xz cos! a 
E ER EE PE PR ES 
Ê | + dseníacoséa — (| —k) sen az 


Se o corpo for actuado apenas pela tensão normal 
:', paralela ao eixo z'z', o ângulo «w formado pelas 
direcções principais de tensão e de deformação [4] será 
dado por: 


Fig. 2? — Colocação dos extensómatros 


A análise do comportamento mecânico das rochas 
xistosas estudadas será feita com base nestas expres- 
sões. 


l [2 (d-1I—k)senta-d senaccsa 


o == are Ig 
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e o coeficiente de dilatação cúbica 0' [4] será: 
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3 — ENSAIOS DE LABORATÓRIO 


A partir de blocos de rocha foram cortados vários 
prismas de secção quadrada e de altura igual a 2,5 vezes 
a largura, preparada de modo que em duas das faces 
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Fig. 3 — Ensaios de laboratório, xisto | 
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